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ВВЕДЕНИЕ

Проблема расчета ламинарно-турбулентного перехода (ЛТП) при гиперзвуковом обтекании тел является одной из основных задач аэродинамики больших скоростей. ЛТП ведет к значи-тельному увеличению тепловых потоков и сопротивления трения летательного аппарата, влияет на эффективность работы силовой установки и органов управления. Для решения данной про-блемы необходимо глубокое понимание физических механизмов, вызывающих переход к турбу-лентности. В случае низкого уровня внешних возмущений, что типично для условий полета, процесс ЛТП содержит три основные стадии (см. [1]): восприимчивость к внешним возмущени-ям; развитие неустойчивых мод, таких как первая и вторая моды Мэка, неустойчивость попереч-ного течения и вихри Гертлера; нелинейный распад возмущений, заканчивающийся развитым турбулентным режимом обтекания. В работах академика О.М. Белоцерковского большое внима-ние уделялось возникновению и развитию турбулентности для широкого класса задач механики жидкости и газа (см. [2]).

О.М. Белоцерковский обращал внимание на то, что целостный расчет всех стадий ЛТП воз-можен только с помощью метода прямого численного моделирования (ПЧМ), в котором реша-ются полные нестационарные уравнения Навье–Стокса без каких-либо ограничений на основ-
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1)Работа выполнена на базе МФТИ при финансовой поддержке РНФ (проект № 14-19-00821, проведение расчет-ных исследований и анализ результатов) и РФФИ (код проекта 14-08-00793, разработка алгоритма и программ чис-ленного моделирования). Результаты работы получены с использованием вычислительных ресурсов Лаборатории математического моделирования нелинейных процессов в газовых средах МФТИ (http://flowmodellium.ru) и ООО

“Центр компетенций и обучения” (http://compcenter.org/).
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ное (невозмущенное ламинарное) течение и амплитуду возмущений. Кроме того, в отличие от физических экспериментов, ПЧМ дает полную информацию о поле возмущений, что позволяет выделить и детально изучить различные механизмы ЛТП. Современные методы параллельных вычислений и бурное развитие многопроцессорных систем сделали возможным выполнение та-ких численных экспериментов для гиперзвуковых пограничных слоев на простых конфигураци-ях, как пластина и конус под нулевым углом атаки (см. [3]).

В настоящей работе представлена математическая постановка задачи моделирования течений вязкого сжимаемого газа, метод численного интегрирования уравнений Навье–Стокса, приме-ры применения разработанного подхода. Численный подход основан на неявном методе конеч-ного объема второго порядка аппроксимации по пространству и времени, квазимонотонной схе-ме TVD типа Годунова, реализации метода на многопроцессорной супер-ЭВМ кластерного ти-па. Предлагаемый подход особенно эффективен, если система определяющих уравнений задачи имеет повышенную жесткость, например, в случаях, когда расчетная область содержит сильные пространственные неоднородности течения (такие как ударные волны и отрывные области) [4], а также при моделировании течений газа с учетом неравновесных физико-химических процес-сов (см. [5]). В [4], [5] данная методика была использована при реализации на однопроцессорных ЭВМ.

Для верификации предлагаемого метода моделирования выполнено сравнение с результата-ми из [6] прямого численного моделирования волновых пакетов, развивающихся на пластине

при числе Маха набегающего потока M∞  = 5.35. В качестве примера исследовано развитие трех-

мерных возмущений в пограничном слое на плоской пластине при M ∞ = 5.373. Аналогичные расчеты для двумерных возмущений приведены в [7]–[9].

С помощью визуализации поля трехмерных возмущений выявляются и обсуждаются особен-ности развития неустойчивости на линейной и нелинейной стадиях. Наряду с характеристиками пульсаций рассматриваются распределения средних коэффициентов вязкого трения на лами-нарном и переходном участках обтекаемой поверхности, что позволяет определить начало ЛТП

· оценить длину переходной области.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

· рамках механики сплошной среды движение газа в общем случае описывается нестацио-нарными трехмерными уравнениями Навье–Стокса, которые служат также основой для прямо-го численного моделирования турбулентного течения.

Уравнения Навье–Стокса в произвольной криволинейной системе координат ξ,η, ζ, где x = x (ξ, η, ζ), y = y (ξ, η, ζ) , z = z (ξ, η, ζ) – декартовы координаты, записываются в дивергентной форме в виде

	∂Q + ∂ E + ∂ G + ∂F = 0;
	(1)
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здесь Q – вектор консервативных зависимых переменных задачи, E , G , F – векторы потоков в криволинейной системе координат. Векторы E , G , F связаны с соответствующими векторами E c , Gc , Fc в декартовой системе координат формулами
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∂ (ξ, η, ζ) – якобиан преобразования.

Криволинейная система координат (ξ, η, ζ) применяется для построения дискретизации на равномерной сетке. Для этого заданная произвольная расчетная сетка в декартовой системе ко-
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ординат отображается на равномерную сетку в криволинейной системе. Декартовы компоненты векторов E c , Gc ,Fc для трехмерных уравнений Навье–Стокса имеют вид
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где ρ  – плотность газа; u, v, w – декартовы компоненты вектора скорости V ; p – давление;

	e = h −
	p
	+ 1
	(u 2 + v 2 + w2 ) – полная энергия на единицу объема; H = h + 1
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ная энтальпия, h = c pT – статическая энтальпия; T – температура, c p – удельная теплоемкость при постоянном давлении, τ – симметричный тензор вязких напряжений, связанный с тензо-ром скоростей деформаций s линейной зависимостью. Компоненты тензора скоростей дефор-маций s для сжимаемого газа имеют вид

	s xx
	= 2
	∂ u − 2 div V ,
	s yy  = 2
	∂ v
	− 2 div V ,
	s zz
	= 2
	∂w − 2 div V,

	
	
	∂ x
	3
	
	
	∂ y
	3
	
	
	∂z3

	
	
	s xy
	= ∂ u + ∂ v ,
	s xz
	= ∂ u + ∂ w ,
	s yz  =
	∂ v + ∂w ,

	
	
	
	∂ y∂ x
	
	
	∂ z∂ x
	
	∂ z
	∂y


а вектор теплового потока I определяется выражением

I = −λ grad(T ) + τV ,

где
и λ – коэффициенты молекулярной вязкости и теплопроводности.

Система уравнений (1) замыкается уравнением состояния и зависимостями коэффициентов переноса от температуры и давления. В настоящей работе применяется модель совершенного га-за с уравнением состояния

p = ρRT / M,

где R – универсальная газовая постоянная, M – молярный вес газа. Молекулярный коэффици-ент вязкости считается зависящим только от температуры и вычисляется согласно закону Сазер-ленда
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где Tμ  = 110.4 K для воздуха. Число Прандтля Pr = μ c p /λ принимается постоянным.

Для численного интегрирования используется безразмерная форма уравнений Навье–Сток-са. Декартовы координаты x = xL , y = yL, z = zL отнесены к характерному линейному размеру L, время t = tL /V∞ – к характерному времени L /V∞ , компоненты вектора скорости u = uV∞ ,
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v = vV∞ , w = wV∞  – к модулю вектора скорости набегающего потока V∞ , давление p =  p (ρ∞V∞2 ) –
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к удвоенному скоростному напору набегающего потока, остальные газодинамические перемен-ные – к их значениям в набегающем потоке. Верхняя черта над символом означает, что данная переменная является безразмерной, символ “∞” – значение переменной в невозмущенном по-токе. При таком обезразмеривании в уравнениях Навье–Стокса появляются основные парамет-

ры подобия: γ = c p /cv – показатель адиабаты, M ∞  = V ∞ /a∞  – число Маха набегающего пото-

ка (a – скорость звука), Re ∞
– число Рейнольдса, Pr – число Прандтля. Бóльшая

часть расчетных данных приводится в безразмерных переменных, а верхняя черта для простоты опускается.

На границе расчетной области, совпадающей с твердой поверхностью, ставятся граничные условия: условия прилипания и непротекания u = 0, v = 0, w = 0; условие адиабатичности
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(∂ T / ∂ n w = 0), или изотермичности (T = Tw = const ) обтекаемой поверхности, или какое-либо условие теплового баланса. На внешней, по отношению к поверхности тела, границе задаются условия излучения, соответствующие расходящейся волне. Эти граничные условия, записанные в инвариантах Римана, имеют вид
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При этом в каждой точке границы расчетной области при η = ηmax анализируются знаки соб-ственных значений
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определяющих направление распространения возмущений относительно η = const . При λ i ≤ 0 (“входная граница”) соответствующий инвариант на входной границе вычисляется по значени-

ям газодинамических переменных набегающего потока; при λ i  > 0 (“выходная граница”) ис-

пользуется линейная экстраполяция α i по значениям газодинамических переменных, соответ-ствующих внутренним точкам расчетной области.

В качестве начального приближения можно использовать условие однородного набегающего потока с последующим развитием поля течения в процессе решения нестационарной задачи. При этом по мере формирования картины поля течения шаг по времени постепенно увеличива-ется, что позволяет получить решение стационарной задачи.

2. АППРОКСИМАЦИЯ УРАВНЕНИЙ

Сформулированная выше начально-краевая задача решалась численно на основе интегро-интерполяционного метода (метода конечного объема). Его применение к уравнениям Навье– Стокса (1) позволяет получить разностные аналоги законов сохранения
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	где n – номер временного слоя;
	
	t – величина шага по времени; i , j, k и hξ , hη , hζ  – номера узлов


и шаги по координате ξ, η, ζ соответственно.

Для монотонной разностной схемы вычисление потоков в полуцелых узлах осуществляется на основе решения задачи Римана о распаде произвольного разрыва. Математически эта задача сводится к решению нелинейной системы алгебраических уравнений. Приближенным методом решения этой задачи можно считать метод ее расщепления по обобщенным координатам и пред-ставление некоторого осредненного состояния соответствующей матрицы Якоби A (например, A = ∂ E[image: image2]∂Q для направления ξ, где E – конвективная составляющая соответствующего потока в

диагональном виде: A = RΛR −1, Λ – диагональная матрица, элементами которой являются шесть собственных значений матрицы A .

При аппроксимации конвективной составляющей векторов потоков E , G , F в полуцелых уз-лах использована монотонная схема типа Годунова (см. [10], [11]) и приближенный метод Роу (см. [12]) решения задачи Римана о распаде произвольного разрыва. При этом расчетные форму-
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лы для векторов E , G , F аналогичны, поэтому ниже речь будет идти о векторе E . На грани ячейки (в полуцелом узле) имеем

E i +1  = 1 (E(Q L ) + E(Q R ) − B(Q LR )Λ ( ϕ(λ i )) B(Q LR )−1 ( Q R − QL )) ,

2
2

где Λ(φ(λ i )) – диагональная матрица, элементами которой являются ϕ(λ i ), λ i – собственные зна-чения оператора A = ∂ E /∂Q . B LR = B (QLR ) – матрица, столбцами которой являются правые

собственные векторы оператораA , B −LR1 = B ( QLR )−1 – матрица левых собственных векторов опе-ратора A (обратная матрица для BLR ).

При вычислении собственных значений и собственных векторов оператора  A
матрицы

Λ(ϕ(λ i )), BLR , B−LR1 определяются по значениям зависимых переменных, имеющих вид (см. [12])

	u LR  =
	u L
	ρ L + u R  ρ R
	,
	vLR  =
	v L  ρ L + vR
	ρ R
	,
	
	wLR  =
	w L
	
	ρ L + wR  ρ R
	,

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	ρ L +   ρ R
	
	
	
	ρ L +   ρ R
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	H L  ρ L + H R
	ρ R
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	ρ L +   ρ R
	
	,
	a LR  = (γ − 1)
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	−
	2
	( u LR + vLR + wLR )),
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где a – местная скорость звука.

В качестве функции ϕ(λ i ), обеспечивающей выполнение энтропийного условия для физиче-ски правильного выбора численного решения, использовалась функция
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	λ
	≤ ε,

	
	
	
	
	2ε
	
	
	
	
	


где ε – параметр, отвечающий за диссипативные свойства разностной схемы (в большинстве расчетов ε = 0.1).

Для повышения порядка аппроксимации (до третьего) при интерполяции зависимых пере-менных на грань элементарной ячейки используется принцип WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatorys cheme) [13]:

	Q R  = ω 0 R Q 0 R + ω1R Q 1R ,
	
	
	Q 0 R
	= 1 ( Q i +1 + Q i ) ,
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	= − 1 Q i + 2
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При аппроксимации диффузионной составляющей векторов потоков E , G и F на грани эле-ментарной ячейки применена разностная схема типа центральных разностей второго порядка точности. Вычисление производных осуществлялось по формулам
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здесь U = ( u, v, w, p,T ) т – вектор неконсервативных («примитивных») зависимых переменных за-дачи.

Шаблон разностной схемы, на котором аппроксимируются полные уравнения Навье–Сток-са, состоит из 25 точек. Полученная полностью неявная нелинейная разностная схема, по-види-мому, является безусловно устойчивой на линейной задаче.

3. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ

· результате описанной разностной аппроксимации уравнений Навье–Стокса и соответству-ющих граничных условий на некоторой сетке интегрирование нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных сводится к решению системы нелинейных алгебраических уравнений вида

	R ( X ) = 0,
	(4)


где X – вектор искомых зависимых переменных (узловых значений газодинамических перемен-ных, включая граничные узлы расчетной сетки). Сформулированная задача эффективно реша-ется с помощью известного итерационного метода Ньютона, главным преимуществом которого является квадратичная скорость сходимости. Для решения нелинейных сеточных уравнений (4) использован модифицированный метод Ньютона–Рафсона

	
	
	
	
	X
	[k +1]
	= X
	[k]
	−1
	[ k]
	) ,
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	− τ k +1D ko R (X
	
	
	
	
	
	

	где D k0   = (∂ R /∂X ) k0
	– матрица Якоби, k , k0 – номера итераций, k 0  ≤ k, R (X [ k] ) – вектор невязки.
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В процессе численного решения параметр регуляризации метода Ньютона относительно началь-ного приближения τ k определялся по формуле (см. [14])

	τ k +1
	=
	(Y [k ]  − Y [k −1]
	, Y [k] )
	.

	
	
	( Y [ k ]  − Y [ k −1] )2
	

	
	
	
	


По мере сходимости итерационного процесса получаем τ k → 1, а скорость сходимости теорети-чески становится квадратичной.

Наиболее трудоемкими элементами алгоритма при реализации метода Ньютона являются ге-

нерация матрицы D k0
и последующее решение системы линейных уравнений с этой

матрицей.

Поскольку при аппроксимации уравнений в каждой из расчетных ячеек участвует лишь не-сколько соседних узлов (в пространственном случае 25 для схемы TVD), то трудоемкость генера-ции матрицы Якоби есть величина порядка O(N ), где N – число узлов сеточной задачи. Форми-рование матрицы Якоби на итерации осуществлялось при помощи процедуры конечных прира-щений вектора невязки по вектору искомых сеточных переменных. Такая методика универсальна, поскольку легко обобщается на произвольную систему сеточных уравнений с за-ранее неконкретизированным видом. Достаточно часто разностные уравнения, получаемые в результате аппроксимации дифференциальных уравнений, имеют сложный вид, и аналитиче-ское формирование матрицы Якоби становится весьма трудоемким. В частности, к такому слу-чаю приводит применение для решения уравнений Навье–Стокса монотонизированных схем. Более того, при аналитическом формировании матрицы Якоби необходимое число арифметиче-ских и логических операций на ЭВМ, вообще говоря, может быть больше, чем при численном формировании этой матрицы с помощью процедуры конечных приращений.
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Объем требуемой оперативной памяти и процессорного времени, затрачиваемый на решение системы линейных алгебраических уравнений на итерации по нелинейности

(∂ R / ∂ X )k0 Y [ k ]  = R (X [ k] ) ,

существенно зависит от степени разреженности матрицы (∂ R /∂X ) k0 . При аппроксимации урав-нений Навье–Стокса по описанной в разд. 2 разностной схеме второго порядка точности опера-

имеет разреженную блочную 25-диагональную структуру, а ее элементарный блок

представляет собой плотную матрицу размера 5 × 5. Предварительные расчеты показали, что сходимость итерационного процесса по нелинейности существенно зависит от точек в шаблоне аппроксимации, используемых для конвективной составляющей, а также для прямых производ-ных диссипативной составляющей уравнений Навье–Стокса. Использование “угловых” точек в шаблоне аппроксимации для смешанных производных диссипативной составляющей оказывает слабое влияние на сходимость итераций по нелинейности. Вследствие этого, а также для сокра-щения примерно в два раза оперативной памяти и общего числа арифметических операций на

итерации по нелинейности, в операторе (∂ R /∂X ) опущены диагонали, соответствующие сме-шанным производным. В результате этого оператор (∂ R /∂X ) для пространственного случая име-ет разреженную блочную 13-ти диагональную структуру.

Решение системы линейных алгебраических уравнений, получаемых на итерации по нели-нейности, осуществляется при помощи обобщенного метода минимальных невязок GMRes (см. [14]), который в результате ряда численных экспериментов (см. [16]) признан наиболее на-дежным и быстрым.

4. РАСЧЕТНЫЕ СЕТКИ И ВНУТРЕННЯЯ СТРУКТУРА ДАННЫХ

Вычисления осуществляются на структурированных многоблочных сетках. Блоки сетки должны примыкать друг к другу целыми гранями по принципу узел-в-узел.

Внутри каждого блока сетки независимо от других блоков вводится собственная криволиней-ная система координат (ξ, η, ζ) , в которой расчетная сетка является равномерной по каждому из направлений с шагами hξ , hη, hζ соответственно. При этом полагается, что криволинейные коор-

динаты меняются в пределах блока от 0 до 1. В этой криволинейной системе координат выпол-няется дискретизация (3) уравнений газовой динамики. Переход к физической декартовой си-стеме координат осуществляется согласно (2) с помощью обратных метрических коэффициен-тов ∂ξ[image: image3]∂x, ∂ξ[image: image4]∂y, ∂ξ[image: image5]∂z , ∂η[image: image6]∂x, ∂η[image: image7]∂y, ∂η[image: image8]∂z , ∂η[image: image9]∂z , ∂ζ[image: image10]∂x , ∂ζ[image: image11]∂y, ∂ζ[image: image12]∂z, которые определяются из уравнения
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Здесь прямые метрические коэффициенты (производные ∂ x/∂ξ , ∂ y/∂ξ, ∂ z/∂ξ , ∂ x/∂η , ∂ y/∂η, ∂ z/∂η, ∂ z/∂ξ, ∂ z/∂η, ∂ z/∂ζ) аппроксимируются конечными разностями со вторым порядком точности.

Узлы сетки внутри каждого блока имеют локальный трехмерный индекс (i, j, k) по направле-ниям сеточных линий ξ, η, ζ соответственно. Кроме того, каждому узлу присваивается сквозной “глобальный” одномерный индекс, уникальный по всем блокам расчетной сетки. Этот глобаль-ный индекс определяет номер элемента в векторе решения задачи X , а также в векторе невязки R при решении системы сеточных уравнений (4).

При выполнении дискретизации уравнений (вычисления вектора невязки) вблизи границы блока требуются значения зависимых переменных в узлах примыкающих блоков. Доступ к этим узлам осуществляется с помощью концепции теневых значений. Каждый блок предварительно расширяется на несколько сеточных поверхностей по числу точек в шаблоне дискретизации так, чтобы эти новые теневые узлы соответствовали узлам соседнего блока. Зависимые переменные
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в теневых узлах не вычисляются в процессе решения задачи, а берутся из примыкающего блока как есть во время специальной процедуры обмена теневых значений, которая запускается перед каждой итерацией по времени. Добавленные теневые узлы считаются принадлежащими текуще-му блоку, увеличивают его размеры, и имеют свой локальный трехмерный индекс (i, j, k), но их глобальный индекс остается тем же, как у соответствующих “настоящих” узлов в примыкающем блоке. Поэтому общее количество узлов расчетной области не изменяется.

Соответствие между локальными трехмерными индексами (включая теневые узлы) и сквоз-ными глобальными для каждого блока сетки хранится в специальном списке индексов. Этот список является основой для работы процедуры обмена теневых значений.

5. РЕАЛИЗАЦИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

НА МНОГОПРОЦЕССОРНЫХ СУПЕР-ЭВМ

Распределенные вычисления реализованы с помощью распараллеливания на уровне блоков. Во время расчета каждый процессор обрабатывает, по крайней мере, один блок, причем данные блоков (сетка и решение в узлах) хранятся каждым процессором независимо. Если количество процессоров превосходит число блоков в заданной сетке, нужно предварительно доразбить сетку на необходимое число блоков. Для хранения результатов расчетов и расчетной сетки применяет-ся формат файлов CGNS (CFD General Notation System) [17].

В случае параллельных вычислений вектор решения задачи со сквозной нумерацией элемен-тов становится распределенным, т.е. его части хранятся на различных процессорах. Поэтому должны быть распределенными вектор невязки нелинейных сеточных уравнений и матрица Якоби. Операции с такими векторами и матрицами реализованы с помощью подпрограмм из свободно распространяемого пакета PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) [18]. Для параллельных операций PETSc использует внутри стандарт передачи сообщений MPI. В настоящем расчетном коде некоторые процедуры MPI также используются в чистом виде, но в основном все параллельные операции реализуются с помощью команд PETSc.

Дискретизация уравнений в каждом блоке осуществляется независимо каждым процессором. При этом формируется часть глобального распределенного вектора невязки. Связь между про-цессорами соответствует связи между блоками и обеспечивается концепцией теневых узлов. Процедура обмена теневыми значениями реализуется с помощью встроенных структур и функ-ций раздела “Scatter” из состава PETSc. При этом используется список соответствия глобальных сквозных индексов и локальных внутриблочных индексов, который формируется при началь-ной обработке сетки.

Формирование матрицы Якоби на итерации при решении сеточных уравнений осуществля-ется параллельным образом при помощи процедуры конечных приращений вектора невязки по вектору искомых сеточных переменных. Полученная матрица Якоби является полностью рас-пределенной. Для решения линейной системы с этой матрицей используется реализованная в PETSc параллельная версия метода обобщенных минимальных невязок GMRes (см. [15]) с пре-добуславливателем типа блочный Якоби.

Таким образом, каждый этап реализованного численного метода выполняется параллельно в каждом блоке расчетной области. Поэтому ускорение вычислений близко к идеально линейно-му, если можно пренебречь задержками на межпроцессорный обмен. Предварительные расчеты показали, что используемые параллельные процедуры PETSc экономно используют межпроцес-сорные пересылки данных так, что масштабируемость оказывается действительно хорошей.

Относительные задержки на межпроцессорный обмен можно уменьшить, увеличивая время, затрачиваемое каждым процессором на обработку своего объема данных независимо от осталь-ных. Т.е. следует увеличивать размерности сеточных блоков и/или их количество, приходящееся на один процессор.

Описанный метод реализован в пакете вычислительных программ с общим названием HSFlow (High Speed Flow).

6. ВЕРИФИКАЦИЯ РАЗРАБОТАННОГО МЕТОДА

Для верификации разработанного метода были использованы результаты работы [6], полу-ченные с помощью другого метода численного решения уравнений Навье–Стокса. В [6] приме-нены гибридные немонотонные разностные схемы четвертого и выше порядка точности. Харак-теристики набегающего потока в данной работе выбраны аналогичными работе [6], а именно
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M ∞  = 5 .35, Re ∞,1  = 14.3 × 106 1/м, γ = 1.4 , Pr = 0.71, T∞∗ = 64.3163 К. В расчетах для обезразмери-

вания используется длина L = 0.1 м, тогда Re∞ = 1.43 × 106 . Эти параметры соответствуют их экспериментальным значениям на границе пограничного слоя на остром конусе, который ис-

следовался в ударной трубе при M∞  = 6.0, Re∞,1  = 11.0 × 106 1/м, T0∗ = 433.0 К.

Расчетная область представляет собой прямоугольный параллелепипед со сторонами 4.5 × 0.9293 × 0.4 в безразмерных единицах по горизонтали, вертикали и поперечном направле-нии соответственно. На нижней границе области, совпадающей с поверхностью пластины, ста-вились условия прилипания. Стенка считалась изотермической с температурой Tw = 300 К (Tw = 4.664 ). На границах x = xmax (правая) и z = zmax (фронтальная) использовалась линейная экстраполяция зависимых переменных u, v, w, p и T (неотражающее граничное условие при сверхзвуковом течении). На границах x = xmin (левая) и y = ymax (верхняя) задавались условия набегающего потока. На границе z = 0 (задняя) ставилось условие симметрии. Вычисления про-ведены на ортогональной сетке размерностью 2501 × 251 × 141 узлов в продольном, вертикаль-ном и поперечном направлениях соответственно (всего 88.5 миллионов узлов). Возле обтекае-мой поверхности сетка сгущалась в вертикальном направлении так, чтобы 120 узлов попадало в пограничный слой. Для выполнения расчетов использовался высокопроизводительный вычис-лительный кластер. Было задействовано 512 процессорных ядер.
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Возмущения вносились в пограничный слой через маленькое круглое отверстие на поверхно-сти пластины с помощью вынужденных пульсаций вертикальной компоненты скорости. Эти пульсации задавались нестационарным граничным условием на стенке:
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Чтобы сформировать нелинейный режим развития возмущений, амплитуда выбиралась доста-точно большой A = 0.05 (5% от скорости набегающего потока). Указанные вид и параметры воз-мущений полностью соответствуют работе [6].

Задача решалась в два этапа. Сначала рассчитывалось стационарное невозмущенное поле те-чения. Затем вносились возмущения с помощью включения нестационарного граничного усло-вия, моделирующего генератор.

Вынужденные возмущения, введенные в пограничный слой с помощью короткого локально-го импульса, формируют трехмерный волновой пакет, который распространяется вниз по пото-ку. На фиг. 1 показано мгновенное поле возмущений давления на поверхности пластины через достаточно большое время после импульсного воздействия. Здесь и далее поле возмущений вы-числяется путем вычитания из мгновенного возмущенного поля базового стационарного поля. Видно, что волновые фронты, составляющие пакет, выпрямлены в окрестности центральной линии z = 0. Здесь начинают доминировать плоские волны, амплитуда которых растет вниз по потоку. Такое поведение находится в соответствии с линейной теорией устойчивости, согласно которой плоские волны (так называемые волны второй моды Мэка) усиливаются быстрее, чем наклонные. Кроме центральной части пакета с ярко выраженными плоскими фронтами, наблю-даются волны, бегущие впереди основного возмущения.

Для сравнения на фиг. 1 представлено также поле возмущений, полученное в [6]. Видно не только хорошее качественное соответствие результатов, но и совпадение структурных особенно-стей возмущения, а также количественное совпадение доминирующей длины волны. Таким об-разом, примененный в настоящей работе численный метод можно использовать для исследова-ния развития трехмерных возмущений в гиперзвуковых течениях.
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Фиг. 1. Верификация расчетных программ, сравнение с [6]. Мгновенное поле возмущений давления на поверх-ности (след волнового пакета) в момент времени t = 0.174 мс, (а) – настоящая работа, (б) – работа [6].

7. ПРЯМОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАЧАЛЬНОЙ СТАДИИ

ЛАМИНАРНО-ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕХОДА

В качестве примера расчета ламинарно-турбулентного перехода рассматривается гиперзвуко-вой ламинарный пограничный слой над пластиной, в который искусственно вносятся возмуще-ния с помощью периодического вдува–отсоса газа через локальный участок на стенке.

7.1. Параметры течения и расчетная область

Расчеты выполняются для гиперзвукового течения над острой плоской пластиной при числе

Маха набегающего потока M∞  = 5.373, числе Рейнольдса Re∞,1  = U ∞*ρ *∞ /μ*∞   = 17.9 × 106  1/м и

температуре T∞* = 74.194 K. Стенка изотермическая с температурой поверхности Tw* = 300 K , Tw = 4.043. Эти параметры течения полностью соответствуют работе [9], посвященной исследо-ванию угла сжатия. Координаты отнесены к характерному масштабу L = 0.3161 м (в [9] это рас-стояние от передней кромки до линии излома обтекаемой поверхности), что соответствует числу

Рейнольдса Re ∞ = 5.667 × 10 6 . Расчетная область в плоскости (x, y) показана на фиг. 2, в попе-речном направлении (z) она имеет глубину 0.2 безразмерных единиц.

Граничные условия следующие: условие прилипания u = v = w = 0 на нижней (y = ymin ) гра-нице расчетной области; условия набегающего потока u = 1, v = 0, p = 1[image: image14] γ M2∞ , T = 1 на левой

( x = xmin ) и верхней ( y = ymax ) границах; линейная экстраполяция f i – 2 f i −1 + fi −2 = 0 изнутри об-ласти для зависимых переменных u, v, w, p и T на правой (x = xmax ) и фронтальной (z = zmax ) гра-ницах (“мягкие” граничные условия); условие симметрии ∂ u[image: image15]∂ n = ∂ v[image: image16]∂n = ∂ p[image: image17]∂ n = ∂ T [image: image18]∂ n = 0,

w = 0 на задней (z = zmin ) границе.
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Фиг. 2. Расчетная область в плоскости ( x, y). Показаны границы блоков, на которые разбита сетка для парал-лельных вычислений. Штриховая линия отмечает границу доверительной области.
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Фиг. 3. Пространственная форма (а) и ее спектр (б) генератора сигнала.

Расчеты выполняются на ортогональной сетке с 6001 × ny × 151 узлами, где число узлов по вер-тикали ny меняется от 126 до 376 по длине расчетной области в зависимости от положения удар-

ной волны. Всего сетка содержит 251 × 106 узлов. Сетка сгущается около поверхности так, что 55% узлов лежит в пределах пограничного слоя. Размер 160 ячеек у правого края расчетной обла-сти плавно увеличивается от x = 0.0005 до x = 0.1. Эта часть расчетной области (при x > 2.917) образует “буферную” зону, решение в которой не используется для анализа, но где не-стационарные возмущения должны диссипироваться за счет сеточной вязкости. Окончательная трехмерная сетка получается размножением 2D сетки эквидистантным образом.

7.2. Генератор возмущений

Задача решается в два шага. Сначала стационарное ламинарное поле течения (основное тече-ние) вычисляется методом установления. Затем, на стационарное решение накладываются не-стационарные возмущения – постоянно действующий вдув–отсос через два отверстия на стен-ке, моделирующийся путем граничного условия на возмущение вертикального потока массы
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Фиг. 4. Стационарное ламинарное обтекание пластины. Поле чисел Маха в плоскости симметрии и поле дав-

ления на поверхности. Вертикальная плоскость при x ≈ 2.9 отмечает начало “буферной” зоны расчетной об-ласти, исключаемой из анализа, где ячейки сетки имеют увеличенные размеры для диссипации приходящих возмущений.
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Фиг. 5. Мгновенное поле возмущений давления на поверхности, t = 5.704. Штриховые линии отмечают грани-цы турбулентного клина, в пределах которого осуществляется усреднение.
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Фиг. 6. Мгновенная теневая картина возмущений пограничного слоя в плоскости симметрии z = 0, t = 7.3125.

где x1  = 0.0358, x2  = 0.0521 – границы области воздействия в продольном направлении (такие

же, как в [9]) с центром x0 0.044, и z 2 = − z1 = ( x 2 − x1)/4 = 4.075 × 10−3 – границы в поперечном направлении. Это дает прямоугольную область с отношением сторон, равным 2 (см. фиг. 3а). Возмущение от генератора развивается в трехмерный волновой поезд, распространяющийся вниз по потоку. Генератор расположен на относительно малом расстоянии от передней кромки так, что наведенное возмущение распространяется через области неустойчивости как первой, так и второй моды. Такой выбор также мотивирован предположением, что в естественных условиях
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Фиг. 7. Спектры по частоте и поперечному волновому числу при различных x.
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Фиг. 8. Осредненный по времени коэффициент трения Cf на поверхности, (а) – для поля Cf в плоскости (x–z);

(б) – (laminar) – для Cf в невозмущенном течении; RANS – для Cf в двухмерном течении, посчитанном с помо-щью уравнений Навье–Стокса, осредненных по Рейнольдсу; DNS, avg(t, z) – для Cf, осредненного по времени и по размаху в пределах клина, отмеченного штриховыми линиями; DNS, avg(t), z = 0 – для Cf, осредненного по времени на линии z = 0.

наиболее эффективное возбуждение неустойчивостей пограничного слоя происходит около пе-редней кромки.

Расчеты проводятся при частоте ω 0 = ω∗0L∗/ U ∞∗ = 125, соответствующей частотному парамет-ру F0 = ω0 / Re∞ = 2.206 × 10−5, характерному для неустойчивости первой моды Мэка (см. [1]).

Рассматривается уровень воздействия: ε = 10−3, при котором возмущения первоначально разви-ваются линейным образом. Отметим, что численная ошибка стационарного решения должна быть много ниже, чем амплитуда возмущения, т.е. стационарное поле нужно вычислять с высо-кой точностью.

Пространственная форма вынужденного воздействия, а также его спектр (значения Фурье преобразования по модулю), показаны на фиг. 3, где α есть x-компонента, а β есть z-компонента волнового числа. На спектре генератора в плоскости (α, β) (см. фиг. 3б) видно, что присутствуют компоненты воздействия при β = 0 с широким спектром по α . Они могут генерировать продоль-ные вихри.

7.3. Результаты

Рассчитанное стационарное поле ламинарного обтекания пластины показано на фиг. 4. Вид-на головная ударная волна, формирующаяся на передней кромке пластины в результате вытес-няющего действия пограничного слоя. Вертикальный размер расчетной области выбирался та-ким, чтобы ударная волна не пересекала верхнюю грань, чтобы избежать взаимодействия с гра-ничным условием и возможного нефизичного отражения. На рисунке видна демпфирующая “буферная” зона расчетной области с сильно увеличенными сеточными ячейками. Решение в ней не точно и далее на рисунках она не показывается.

На фиг. 5 показано мгновенное поле возмущений безразмерного давления на поверхности пластины. Здесь и далее поле, рассчитанное в области 0 ≤ z ≤ 0.2, зеркально отражается на − 0.2 ≤ z ≤ 0 (в соответствии с условием симметрии при z = 0). Поле возмущений получено путем вычитания основного поля течения из поля в заданный момент времени.
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Фиг. 9. Вертикальные профили величин, осредненных по времени в сечении х = 2.5; avgz – профиль, осреднен-ный по размаху в пределах турбулентного клина; z = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 – профили при соответствующих зна-чениях координаты z по размаху.

Видно, что вплоть до сечения x = 1.5 ядро возмущений имеет шахматную структуру, а по кра-ям от ядра преобладают наклонные волны. Это характерно для возмущений первой неустойчи-вой моды пограничного слоя. Также видны круглые волновые фронты малой амплитуды, рас-
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Фиг. 10. Вихревые структуры в возмущенном пограничном слое в момент времени t = 7.3125. Визуализация с помощью изоповерхности Q-критерия (Q = 100), расцвеченной по значению горизонтальной компоненты ско-рости. Вид сбоку (вверху), вид сверху (по середине), вид в перспективе (внизу).

пространяющиеся вдали от ядра волнового “поезда”. По-видимому, эти волны представляют со-бой быстрые акустические волны непрерывного спектра. Вниз по потоку от сечения x = 1.5 регулярная структура ядра возмущений начинает разрушаться, так что ниже от x = 2.25 возму-щения в центре приобретают полностью хаотический вид – начинается процесс ламинарно-тур-булентного перехода, формируется “молодой” турбулентный клин. Вид возмущений в ядре тур-булентного клина в плоскости симметрии z = 0 показан на фиг. 6 с помощью теневой картины

(лапласиан плотности ∇ 2ρ ).

Двухмерные спектры в плоскости β − ω показаны на фиг. 7 в различных сечениях по x. В се-чении х = 1.00 в возмущении преобладают наклонные волны с поперечным волновым числом β ≈ 300 и частотой ω = 125. Эти волны соответствуют неустойчивости первой моды. При х = 1.50 в спектре появляются гармоники с частотами, кратными основной ω = 125, что связано с нели-нейным взаимодействием гармоник. При х = 2.00 волны кратных частот усиливаются, а также появляется гармоника на нулевой частоте, соответствующая изменению среднего поля – погра-ничный слой начинает перестраиваться. При х > 2.25 спектр становится существенно шире, по-являются гармоники некратных частот – признак нелинейного распада.
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Начало ламинарно-турбулентного перехода может быть также подтверждено значением по-верхностного коэффициента трения
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на стенке пластины. На фиг. 8 представлено поле коэффициента трения c f (x, z), осредненного по времени в диапазоне 5.7005 ≤ t ≤ 6.6265 безразмерных единиц. Видно, что вниз по потоку от сечения x ≈ 1.0 c f (x, z) начинает расти в продольном направлении, что характерно для процесса ламинарно-турбулентного перехода. Рост различается по размаху – в плоскости (x–z) видны по-лосчатые структуры. Также представлено распределение c f ( x), полученное при решении уравне-ний Навье–Стокса, осредненных по Рейнольдсу в двухмерной постановке, с использованием двухпараметрической модели турбулентности q − ω. Это дает оценку c f ( x) для полностью турбу-лентного пограничного слоя. Видно, что c f ( x), полученное при прямом численном моделирова-нии, приближается к турбулентному значению.

На фиг. 9 представлены пульсационные характеристики возмущенного течения в сечении х = 2.5. Здесь осреднение по времени выполнено в пределах 6.6255 ≤ t ≤ 7.3205. Видно, что профиль средней скорости качественно напоминает случай полностью турбулентного пограничного слоя (линия RANS).

Фиг. 10 показывает трехмерные вихревые структуры, в виде изоповерхностей Q-критерия, Q = 100, расцвеченных по величине горизонтальной компоненты скорости. Мелкомасштабные шпилько-образные вихри заполняют центральную часть возмущений и окружены наклонными волнами. В целом присутствуют вихри многих масштабов, что характерно для турбулентного по-граничного слоя, но наблюдается некоторая регулярная структура, т.е. течение еще не полно-стью турбулизировано.

Этот пример демонстрирует, что численный метод позволяет моделировать процесс перехода от линейной фазы вплоть до конца нелинейного распада.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан и реализован метод прямого численного моделирования нестационарных трех-мерных возмущений, приводящих к ламинарно-турбулентному переходу при гиперзвуковых скоростях потока. Моделирование выполнено с помощью решения полных трехмерных неста-ционарных уравнений Навье–Стокса. Методика численных расчетов ориентирована на приме-нение супер-ЭВМ и основана на неявных монотонных схемах аппроксимации и модифициро-ванном методе Ньютона–Рафсона для решения нелинейных разностных уравнений.

Выполнено прямое численное моделирование распространения трехмерных возмущений в пограничном слое на пластине при числе Маха набегающего потока 5.35. Возмущения вноси-лись в пограничный слой с помощью нестационарного граничного условия на вертикальную компоненту скорости, моделирующего короткий импульс через круглое отверстие. Данный им-пульс формировал трехмерный волновой пакет, распространяющийся в пограничном слое вниз по потоку. Показано, что в пакете доминируют плоские волны, соответствующие второй не-устойчивой моде Мэка. Продемонстрированы слабые нелинейные эффекты взаимодействия плоских и наклонных волн. Получено хорошее согласование с аналогичным численным иссле-дованием из [6], что подтверждает корректность используемого в настоящей работе метода и его применимость к исследованию развития трехмерных возмущений в гиперзвуковых погранич-ных слоях.

С помощью данного метода исследовано развитие трехмерных возмущений в пограничном слое на плоской пластине при числе Маха набегающего потока M = 5.37. Выявлены характер-ные структуры поля возмущений на линейной и нелинейной стадиях ламинарно-турбулентного перехода. Получено распределение среднего значения коэффициента вязкого трения на лами-нарном и переходном участках обтекаемой поверхности, что позволяет определить начало ЛТП.
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