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Квадрокоптеры широко используются для самых разных граждан-

ских и военных целей благодаря их низкой стоимости, высокой манев-
ренности, свойствам вертикального взлета и посадки, небольшим раз-
мерам и возможности зависания. В последние годы стал очевиден тот 
факт, что многие люди предпочитают вращающиеся беспилотные ле-
тательные аппараты во многих областях, таких как фотосъемка, поиск 
и спасание, аварийное реагирование и это показывает, что управление 
квадрокоптерами по-прежнему остается одной из актуальных тем. Не-
линейная, многовариантная, связанная и недоуправляемая динамика 
квадрокоптеров делает их моделирование и управление сложной кон-
структорской задачей. 

Рассмотрим квадрокоптер (рис. 1) и опишем его математическую 
модель.  

 

 
Рис. 1 Модель квадрокоптера 

 
Примем следующие допущения: квадрокоптер симметричен отно-

сительно осей x и y, рама квадрокоптера и его винты абсолютно жест-
кие, каждый двигатель располагается на конце стержня, тяга, создавае-
мая каждым винтом, перпендикулярна плоскости x-y. 
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Для описания состояния рассматриваемого аппарата используются 
следующие векторы: 

 𝜉 = 𝑥𝑦𝑧 , 𝜂 = 𝜑𝜃𝜓 ,  𝑘 = 𝜉𝜂 ,  (1) 

где 𝜉 – вектор, описывающий линейное положение квадрокоптера в 
инерциальной системе координат Oxyz, 𝜂 – вектор, описывающий угло-
вое положение квадрокоптера, k – вектор состояния, полностью описы-
вающий положение и ориентацию квадрокоптера в инерциальной си-
стеме координат. Линейные и угловые скорости квадрокоптера в по-
движной системе координат заданы следующими векторами: 

 𝑉 = 𝑉𝑉𝑉 ,  v = 𝑝𝑞𝑟 ,  (2) 

где 𝑉  – вектор линейных скоростей относительно подвижной СК 𝑂𝑥 𝑦 𝑧 , 𝑉  – линейная скорость по оси 𝑥 , 𝑉  – линейная скорость по 
оси 𝑦 , 𝑉  - линейная скорость по оси 𝑧 , v – вектор угловых скоростей 
относительно подвижной системы координат, p – угловая скорость по оси 𝑥 , q – угловая скорость по оси 𝑦 , r – угловая скорость по оси 𝑧 .  

Матрица R преобразования координат из подвижной системы ко-
ординат в инерциальную представляет собой последовательное пере-
множение матриц перехода по каждой координате: 

 𝑅 = 𝑅 ∙ 𝑅 ∙ 𝑅 ,  (3) 

где, 𝑅  – матрица поворота по оси z, 𝑅  – матрица поворота по оси y, 𝑅  – матрица поворота по оси x:  
Связь между линейными скоростями в инерциальной и связанной 

с квадрокоптером системы координат определяется выражением: 

 𝜉 = 𝑅𝑉 ,  (6) 
Преобразование угловых скоростей из инерциальной системы ко-

ординат в подвижную, связанную с квадрокоптером, производится с 
помощью матрицы W, обратный же переход из подвижной системы ко-
ординат в неподвижную, связанную с землей, производится с помощью 
матрицы W-1.  

 𝑊 = 1 0 −𝑠0 𝑐 𝑠 𝑐0 −𝑠 𝑐 𝑐 ,  𝑊 = 1 𝑠 𝑡 𝑐 𝑡0 𝑐 −𝑠0 ,  (7) 
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 v = 𝑊𝜂, 𝜂 = 𝑊 v,  (8) 
где 𝑡 = tg 𝑥.  

Квадрокоптер, как описываемый объект управления имеет шесть 
степеней свободы. Будем предполагать, что квадрокоптер имеет сим-
метричную структуру. Тогда тензор инерции имеет вид:  

 𝐽 = 𝐽 0 00 𝐽 00 0 𝐽 ,  (9) 

где J – тензор инерции квадрокоптера, 𝐽  – момент инерции квадроко-
птера по оси 𝑥 , 𝐽  – момент инерции квадрокоптера по оси 𝑦 , 𝐽  – 
момент инерции квадрокоптера по оси 𝑧 . 

Пропеллеры квадрокоптера, совершая вращения с угловыми ско-
ростями ωi (𝑖 = 1,4), создают силы тяги Fi, направленные по осям вра-
щения (рис. 2). Упрощенные выражения для силы тяги и вращающего 
момента имеют следующий вид:  

 
𝐹 = 𝑘𝜔 ,𝜏 = 𝑏𝜔 + 𝐽 𝜔 , 𝑖 = 1,4, (10) 

где 𝐽  – момент инерции мотора, k – коэффициент подъемной силы, b – 
коэффициент трения. Вектор вращающих моментов 𝜏  содержит вра-
щающие моменты по всем трем углам Эйлера (𝜏 , 𝜏 , 𝜏 ). 

 𝐹 = ∑ 𝐹 = 𝑘 ∑ 𝜔 = 𝑘(𝜔 + 𝜔 +𝜔 +𝜔 ), 𝐹 = 00𝐹 ,  (11)  

 𝜏 = 𝜏𝜏𝜏 = 𝑘𝑙 (𝜔 − 𝜔 )𝑘𝑙 (𝜔 − 𝜔 )𝑏(−𝜔 + 𝜔 −𝜔 +𝜔 ) ,  (12) 

где 𝜔  – скорость вращения i-го винта, рад/с; lr – расстояние от центра 
масс до оси вращения пропеллера, м; k и b экспериментально опреде-
ляемые постоянные. 
 

 
Рис. 2. Силы и крутящие моменты, действующие на квадрокоптер 
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Для описания динамики квадрокоптера как твердого тела исполь-
зуются уравнения Ньютона-Эйлера В связанной системе координат для 
описания динамики квадрокоптера используются уравнение вида: 

 𝑀 𝑉 + v × 𝑉 = 𝑅Т𝐺 + 𝐹 , (13) 

где M – масса всего квадрокоптера, 𝑀𝑉 – сила, необходимая для 
ускорения квадрокоптера, v × 𝑀𝑉  – центробежная сила, 𝑅Т𝐺 – грави-
тационная сила. В инерциальной системе координат центробежные 
силы равны нулю. Таким образом, только направление и сила тяги, а 
также сила тяжести влияют на ускорение квадрокоптера:  𝑀𝜉 = 𝐺 + 𝑅𝐹  

В связанной системе координат уравнения углового движения 
квадрокоптера имеют вид 
 𝐽v + v × (𝐽v) = 𝜏 ,  (14) 
где 𝐽v – угловое инерционное ускорение, v × (𝐽v) - центростремитель-
ная сила, 𝜏  – внешний момент сил. Принимая углы достаточно ма-
лыми, запишем: 

 
𝜑𝜃𝜓 = ⎣⎢⎢

⎢⎢⎡ +( ) ++ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤. (15) 

Запишем выражения для тяги и моментов (11), (12): 
 𝜏 = 𝑘𝑙 (𝜔 − 𝜔 ),  (16) 
 𝜏 = 𝑘𝑙 (𝜔 − 𝜔 ),  (17) 
 𝜏 = 𝑏(−𝜔 + 𝜔 −𝜔 +𝜔 ),  (18) 
 𝐹 = 𝑘(𝜔 + 𝜔 +𝜔 +𝜔 ),  (19) 

где 𝜔  – скорость вращения i-го винта, рад/с; k и b экспериментально 
определяемые постоянные. 

Также на квадрокоптер действует сила тяжести: 

 𝐹 = 00−𝑀𝑔 . (20) 

Эту систему необходимо дополнить силой аэродинамического со-
противления. В итоге математическая модель квадрокоптера приобре-
тает следующий вид:  



— 239 — 

  

⎩⎪⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪⎪
⎧𝑥 = 𝑐 𝑠 𝑐 + 𝑠 𝑠 − 𝐴 𝑥𝑦 = 𝑐 𝑠 𝑠 − 𝑠 𝑐 − 𝐴 𝑦𝑧 = 𝑐 𝑐 − 𝑔 − 𝐴 𝑧𝜑 = +𝜃 = ( ) +𝜓 = +

 (21) 

В качестве закона управления квадрокоптером используется нели-
нейное модельное прогнозирующее управление, полученное в резуль-
тате минимизации следующего критерия:  

 min, 𝑥(𝑡) − 𝑥 + 𝑢(𝑡) − 𝑢 𝑑𝑡,  (22) 

при ограничениях 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑥(0) = 𝑥(𝑡 ), 
где ‖∙‖ - евклидова норма, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) – векторы состояния и управления, 𝑥 , 𝑢  – состояние и целевое управление квадрокоптера на желае-
мой траектории, f – нелинейная вектор-функция, описывающая правые 
части дифференциальных уравнений, U – множество допустимых 
управлений. Оптимизационная задача (22) решается на каждом времен-
ном шаге в соответствии с методологией прогнозирующего управле-
ния. Проведенные расчеты показали достаточно хорошую робастность 
и эффективность предложенных алгоритмов. 
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В данном исследовании освещается проблема эффективного 
управления квадрокоптером при наличии возмущений и неопределен-
ностей. Для ее решения предлагается использовать прогностическую 


