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УДК 517.91 

В.И. ГАРКУШЕНКО, 
канд. техн. наук 

(КГТУ – КАИ, Казань)

 Синтез нелинейных нестационарных систем управления 
по выходу в условиях неопределенности 
Рассматривается задача синтеза законов управления нелинейных нестационарных систем  
по измеряемому выходу при наличии неопределенных внешних воздействий и нелинейностей,
удовлетворяющих секторным ограничениям. 

 
Для решения задачи синтеза управления нелиней-

ных и нестационарных систем используются различные 
методы [1 – 7]. Вместе с тем данная задача синтеза оста-
ется актуальной при учете неопределенностей ее мате-
матической модели, внешних воздействий и неполной 
информации о векторе состояния системы. В данной 
статье развивается метод синтеза управления, предло-
женный в работе [7], для класса нелинейных нестацио-
нарных систем с секторными ограничениями нелиней-
ностей. 

Пусть в некоторой ограниченной области евклидова 
пространства возмущенное движение управляемой сис-
темы в отклонениях от невозмущенного движения опи-
сывается дифференциальным уравнением 
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где ( ) nx t ∈R  – вектор состояния; ( ) mu t ∈R  – вектор 
управления (принадлежит классу кусочно-непрерывных 
функций со значениями из некоторой области U – m-
мерного евклидова пространства); ( ) ly t ∈R  – вектор 
измеряемых выходных координат; ( ) pw t ∈R  – вектор 
возмущающих воздействий; ( ) lv t ∈R  – вектор помех 
измерения; ( ) stσ ∈R  – вектор переменных; 

( , ( )) mt u tϕ ∈R  и ( , ( )) st tϕ σ ∈R  – неопределенные нели-
нейные вектор-функции, компоненты которых удовле-
творяют условиям: 
 1

iu∀ ∈R , 1 2( , ( )) / ( )i i i i ik t u t u t k≤ ϕ ≤ , 1,i m= ;  (2) 

 1
i∀σ ∈R , 1 2( , ( )) / ( )i i i i ik t t t k≤ ϕ σ σ ≤ , 1,i s= ,  (3) 

где 0jik >  – постоянные; 0 0( ), ( ), ( ), ( ), ( ),A t B t C t D t H t  
( )L t  – матрицы с непрерывными и ограниченными 

элементами для 0[ , )t t∈ ∞ , причем матрицы 0 ( ), ( )B t C t  – 
полного ранга. Здесь также можно считать, что элемен-
ты указанных матриц могут зависеть от координат из-
меряемого вектора ( )y t , как известных функций време-
ни [2]. 

Предполагается, что начальное состояние рассмат-
риваемой системы отвечает неравенству 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ,Tx t x t K t≤   (4) 

а внешние воздействия стеснены ограничениями 

 ( ) ( ) ( )T
ww t w t Q t≤ ;  (5) 

 ( ) ( ) ( )T
vv t v t Q t≤ .  (6) 

Здесь 0 0( )K t , ( )wQ t  – неотрицательно или положи-
тельно определенные матрицы, ( )vQ t  – положительно 
определенная матрица; все указанные матрицы счита-
ются заданными. Отметим, что в отличие от стохастиче-
ского подхода к анализу неопределенных факторов [6] 
здесь не требуется знания вероятностных характеристик 
воздействий ( ), ( )w t v t . 

Нелинейные вектор-функции ( , ( ))t u tϕ , ( , ( ))t tϕ σ  
уравнения (1) можно представить в виде 

1( , ( )) ( ) ( )t u t u t tϕ = Λ + Δϕ ;    1( , ( )) ( ) ( )t t t tϕ σ = Λ σ + Δϕ , 

где 
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=
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i s

k k
=
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Тогда согласно (2), (3) выполняются неравенства 
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Отсюда следуют ограничения 

 2
2( ) ( ) ( ) ( )T Tt t u t u tΔϕ Δϕ ≤ Λ ;  (7) 

 2
2( ) ( ) ( ) ( )T Tt t t tΔϕ Δϕ ≤ σ Λ σ ,  (8) 

где 
{ }2 2 1

1,
diag ( ) / 2i i
i m

k k
=

Λ = − ; { }2 2 1
1,

diag ( ) / 2i i
i s

k k
=

Λ = − . 

Уравнение (1) перепишем в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t B t u t t y t C t x t v t= + + ξ = +& (9) 

где 0 1( ) ( ) ( ) ( )A t A t H t L t= + Λ ; 0 1( ) ( )B t B t= Λ ; ( )tξ =  
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B t t H t t D t w t= Δϕ + Δϕ + . 
Наряду с системой (9) будем рассматривать эталон-

ную систему без учета влияния неопределенных воздей-
ствий, полагая ( ) 0tξ = , ( ) 0v t = , при тех же начальных 
условиях: 

 * * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ).x t A t x t B t u t y t C t x t= + =&   (10) 

Будем также считать, что известен непрерывный за-
кон управления 

 * * *( ) ( ) ( )u t G t x t= ,  (11) 

при полном измерении вектора состояния *( )x t  обеспе-
чивающий требуемое качество переходных процессов 
координат выхода *( )y t  замкнутой системы (10), (11): 
время регулирования pt , перерегулирование для задан-
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ных начальных условий. Здесь матрица *( )G t  может 
быть определена различными способами, например 
приведенными в работах [1 – 7]. 

1. Ставится задача синтеза закона управления по 
измеряемому выходу 
 ( ) ( ) ( )u t G t y t=   (12) 
из условия приближения переходных процессов ( )x t  
системы (9), (12) с учетом неопределенностей (4) – (8) к 
процессам системы (10), (11). При этом задача синтеза 
считается решенной, если для координат выхода ( )y t  
обеспечивается требуемое качество переходных процес-
сов и в установившемся режиме достигается заданная 
точность: max| ( ) |i iy t y≤ , 1,i m= , при pt t≥ . 

Отметим, что для поставленной задачи в процессе 
проектирования САУ всегда может быть найдено при-
емлемое решение за счет определения допустимых ог-
раничений (2) – (6) и необходимого состава измеряемых 
координат вектора ( )y t . 

Запишем уравнение (9) в отклонении ( )x tΔ =  
*( ) ( )x t x t= −  относительно решения системы (10), (11): 

 *
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0x t P t x t B t u t t x tΔ = Δ + Δ + ξ Δ =& ,  (13) 

где *( ) ( ) ( ) ( )u t u t G t x tΔ = − ; матрица *( ) ( )P t A t= +  
*( ) ( )B t G t+  обеспечивает асимптотическую устойчи-

вость собственных движений системы (13). Для реше-
ния системы (13), записанного для произвольного выхо-
да ( )Tc x tΔ , при ( ) 0tξ =  с учетом неравенства Коши – 
Буняковского следует оценка 
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где *( , )tΦ τ  – переходная матрица системы (13); *( )K t −  
неотрицательно определенная матрица решения уравне-
ния [5]: 

* * * * * *
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0T TK t P t K t K t P t B t B t K t= + + =& ; 

величина 

 
0

( ) ( ) ( )
t

T

t

J t u u d= Δ τ Δ τ τ∫%   (15) 

характеризует меру отклонения управления (12) от 
управления (11). 

В силу произвольного выбора вектора c  из нера-
венства (14) получим оценку 

* *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tx t x t K t J t K t J tΔ Δ ≤ ≤% , 

где ( )J t −  верхняя оценка функционала ( )J t% . Отсюда 
следует, что чем меньше величина ( )J t , тем ближе 
переходные процессы системы с законами управления 
(12) и (11). 

Найдем оценку ( )J t  с помощью решения системы 
сравнения для исходного уравнения (1) при неопреде-
ленностях (4) – (8). 

Согласно работе [7] для решения системы (9) вы-
полняется неравенство 0( ) ( ) ( ),Tx t x t K t t t≤ ≥ , где 

( ) 0K t ≥  – решение матричного уравнения сравнения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TK t P t K t K t P t t K t Q t= + + α +& , 
0 0 0( ) ( )K t K t= . 

Здесь приняты следующие обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P t A t B t G t C t= + ;    
4

1

( ) ( )i
i

t t
=

α = α∑ ; 

{ }
{ }

2
2

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) Sp ( ) ( ) ( ) ( )

Sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

T T
w

T T T
v

Q t D t Q t D t G t W t G t Q t

L t K t L t Q t B t G t Q t G t B t

ϕ

ϕ

= + Λ +

+ Λ +

% %

% %
 

где   1
1( ) ( ) ( )w wQ t t Q t−= α% ; 1

2 0 0( ) ( ) ( ) ( )TQ t t B t B t−
ϕ = α% ; 

1
3( ) ( ) ( ) ( )TQ t t H t H t−

ϕ = α% ; 1
4( ) ( ) ( )v vQ t t Q t−= α% ; 

[ ] 1( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )vW t t Z t t Q t−⎡ ⎤= +β + +β⎣ ⎦ ; 

( ) ( ) ( ) ( )TZ t C t K t C t= ; 
( ) 0i tα > , 1,4i = , ( ) 0tβ >  – произвольные функции. 

Учитывая, что ( ) *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u t G t C t x t v t G t x tΔ = + −  
перепишем выражение (15) в эквивалентном виде, ис-
пользуя обозначение Sp{⋅} следа матрицы: 

( )( ){

( )( ) }

*

0

*

( ) Sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

t

T

J t G C G x G v

G C G x G v d

= τ τ − τ τ + τ τ ×

× τ τ − τ τ + τ τ τ

∫%

 

Тогда согласно [7] для произвольной функции 
( ) 0tγ >  будет справедлива оценка 

( ){
( ) }

*

0

* 1

( ) ( ) Sp (1 ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) .
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T
v

J t J t G C G

G C G K G G Q d−

≤ = + γ τ τ τ − τ ×

× τ τ − τ τ + + γ τ τ τ τ τ

∫%

 

Найдем матрицу ( )G t , минимизирующую локаль-
ный критерий ( )J t  (17) при наличии связи (16). Для 
этого воспользуемся условием оптимальности: 

( )
min ( ) / ,

u t U
dJ t dt

⊂
 где ( ) /dJ t dt  зависит от решения систе-

мы сравнения (16). 
Зададим 0( ) ( ) ( )G t G t G t= + δ  и найдем первую ва-

риацию ( )J tδ &  для производной ( ) /dJ t dt : 

( ){
}

*
0

1
0

( ) 2Sp ( ) (1 ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( ) .

T

T
v

J t G t t G t C t G t

K t C t t G t Q t−

⎡δ = δ + γ − ×⎣

⎤× + + γ ⎦

&

 

Полагая ( ) 0,J tδ =&  для произвольной матрицы 
( )G tδ  получим 

(17)

(16)
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 ( ) 1* 1
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T

vG t G t K t C t Z t t Q t
−−= + γ .  (18) 

Поскольку в этом случае вторая вариация 

( ){ }2 1( ) (1 ( ))Sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T
vJ t t G t Z t t Q t G t−δ = + γ δ + γ δ >& , 

то решение (18) доставляет минимум функционалу (17). 
Утверждение. Собственное движение замкнутой 

системы 

 ( ) ( ) ( )x t P t x t=&   (19) 

удовлетворяет оценке 

 
0

( ) ( ) exp ( ) ( )
t

T

t

x t x t d K t
⎛ ⎞

≤ − α τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ,  (20) 

где матрица ( )K t , 0t t≥ , является решением уравнения 
(16). 

Доказательство. Наряду с (16) рассмотрим уравне-
ние 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),TK t P t K t K t P t t K t= + +α&% % % %  0 0 0( ) ( ),K t K t=%  (21) 

решение которого в силу ( ) 0Q t ≥  удовлетворяет неравен-

ству ( ) ( )K t K t≤% . Полагая *

0

( ) exp ( ) ( )
t

t

K t d K t
⎛ ⎞

= α τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫% , из 

(21) получим уравнение 
* * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )TK t P t K t K t P t= +& , *

0 0 0( ) ( )K t K t= , 

решение которого гарантирует выполнение оценки 
*( ) ( ) ( )Tx t x t K t≤  для системы (19) при *

0 0 0( ) ( ) ( )Tx t x t K t≤ . 
Тем самым справедливы неравенства 

0 0

( ) ( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
t t

T

t t

x t x t d K t d K t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ − α τ τ ≤ − α τ τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫% , 

что и требовалось доказать. 
Следствие. В случае существования ограниченного 

решения ( ) 0K t ≥ , 0t t≥ , при 0 0( ) 0K t >  система (19) 
асимптотически устойчива. Действительно, в этом слу-
чае для любого вектора c  будет справедлива оценка 

 
( )

( )

2
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0 0 0

( ) exp ( ) ( )

exp ( ) ,

t
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c x t d c K t c

t t c

⎛ ⎞
≤ − α τ τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ −α −

∫  
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где 0
0

max ( )T

t t
c c K t c

≥
= < ∞ ; 0

0
min ( ) 0
t t

t
≥

α = α > . 

Для оптимизации оценки (22) свободные параметры 
( )i tα , 1,4i = , будем искать из условия минимума функ-

ции 0 ( ) ( )TJ t c K t c= . Для этого воспользуемся условием 
оптимальности 0( ), 1,4

min ( ) /
t ii

dJ t dt
α =

, где выражение 

0 ( ) / ( )TdJ t dt c K t c= &  определяется правой частью урав-
нения (16). Здесь нетрудно показать, что указанный 
минимум достигается для значений 

( )1/ 2

1( ) ( ) ( ) ( ) / ( )T T T
wt c D t Q t D t c c K t cα = ; 

{ }( )1/ 22
2 2 0 0( ) Sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )T T T Tt G t W t G t c B t B t c c K t cα = Λ ; 

{ }( )1/ 22
3 2( ) Sp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )T T T Tt L t K t L t c H t H t c c K t cα = Λ ; 

( )1/ 2

4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )T T T T
vt c B t G t Q t G t B t c c K t cα =  

при ( ) 0Tc K t c ≠ . 
2. Если не удается обеспечить требуемое качество 

переходных процессов системы (19) по измеряемому 
выходу ( )y t , то следует использовать динамический 
закон управления: 

 ( ) ( ) ( )d d d dx t A x t B y t= +& , 0( ) 0dx t = ;  (23) 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )du t G t y t G t x t= + ,  (24) 

где ( ) nd
dx t ∈R  – вектор состояния, dn m= μ . Значение 

коэффициента μ определяется согласно работе [8] из 
неравенства 
 { }( 1 ) /E n m l lμ ≥ + − − ,  (25) 

где E{⋅} – функция округления в бóльшую сторону чис-
ла, заключенного в фигурные скобки. Здесь собствен-
ные значения матрицы dA  обладают значительным 
запасом устойчивости, пара ( , )d dA B  управляема. На-
пример, матрицы ,d dA B  можно принять в виде 

1 1 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

m

m

d

m

n m n m n m md d d

I
I

A
I

a I a I a I a I− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L L L L L

L

L

; 

0
0
0dB

Bμ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

, 

где B m lμ − × -матрица, коэффициенты ia , 1, di n= , со-
ответствуют устойчивому желаемому полиному 

1
1 1( ) n nd d

n nd d
d p p a p a p a−

−= + + + +K . 

С помощью расширенного вектора состояния 
[ , ]T T T

p dx x x=  систему (9), (23) можно представить в виде 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ),
p p p p p

p p p p

x t A t x t B t u t t

y t C t x t v t

= + + ξ

= +

&
  (26) 

где приняты следующие обозначения: 

( ) 0
( )

( )
n nd

p
d d

A t
A t

B C t A
×⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

;    
( )

( )
0p

n md

B t
B t

×

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

; 

( ) 0
( )

0
l nd

p
n n nd d

C t
C t

I
×

×

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

;  
( )

( )
( )p

d

t
t

B v t
ξ⎡ ⎤

ξ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

;  
( )

( )
0p

nd

v t
v t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Для системы (26) аналогично предыдущему можно 
провести синтез закона управления ( )u t  по измеряемо-
му выходу ( )py t , полагая 

* *( ) ( ) 0 ( )m n pd
u t G t x t×⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . 

4 Л110 



ISSN 0579-2975. Изв. вузов. Авиационная техника. 2008. №2 
 

26 

Пример. Рассмотрим систему управления движени-
ем центра масс подвижного объекта, уравнения динами-
ки которого имеют вид [5]: 

3
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )m h t a t b t w tΔ = δ + δ +&& ;  

1 2( ) ( ) ( ( )) ( )T t t c u t w tδ + δ = ϕ +& , 

где hΔ  – координата центра масс; δ – отклонение 
управляющего органа; 1,m a , 1 1, ,b c T  – постоянные па-
раметры. Будем считать, что функция ( )uϕ , зависящая 
от управляющего сигнала u, удовлетворяет секторному 
ограничению 

1 2( ) /k u u k≤ ϕ ≤ ; 

измерению доступны сигналы ( ),h tΔ  ( )tδ  с ошибками 
измерения ( )iv t , 1, 2i = . 

Вводя вектор состояния [ , , ]Tx h h= Δ Δ δ& , систему (27) 
представим в виде (9), где при 2

23 3 1 1 3( ) / /a x a m b x m= + , 
33 1/a T= − , 3 1 /b c T=  будем иметь 

23 3

33

0 1 0
( ) 0 0 ( )

0 0
A t a x

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

;     

3

0
0b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

1 0 0
0 0 1

C ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

;      
0 0
1 0
0 1

D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

За исходные данные примем следующие значения: 
1 / 1;a m =  1 / 1;b m =  0,2;T =  3 1;b =  1 0,5;k =  2 1,5;k =  

2 ;wQ I=  20,2 ;vQ I=  0 3(0) 4K I= . 
Для обеспечения замкнутой системе требуемых ди-

намических свойств используем динамический закон 
управления (23), (24), порядок которого согласно (25) 
примем 1dn = , полагая 5dA = − , [ ]1 0dB = . 

В качестве закона управления (11) используем один 
из законов, полученных в работе [4] для решения дан-
ной задачи при полном измерении вектора состояния 
системы и без учета неопределенностей,  
с матрицей: 

 * 21 2
1 2 3

1 1 1

1 1( ) (1 ( ))G t x t
T T T T
⎡ ⎤β β

= − β + β + + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  (28) 

Данный закон управления при 1 0β > , 2 0β > , 1 0T >  
обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой 
системы (27), (11) для ( ( )) ( )u t u tϕ = . 

Полагая 1 1β = , 2 2β = , 1 0,2T = , ( ) 1tγ = , [1 0 1 0]c = , 
проведем синтез закона управления (12), (18), (16), осу-
ществляя интегрирование уравнения (16) с помощью 
приближенной дискретной модели с шагом дискретно-
сти, равным 0,01 с. На рис. 1 представлены графики 
переходных процессов по координате ( )h tΔ  замкнутой 
системы (27), (11), (28) – кривая 1 – и системы (27), (12), 
(18), (16) – кривая 2 – без учета неопределенностей, 
построенные при начальном условии 1(0) 2x =  и ос-
тальных координатах, равных нулю. На рис. 2 приво-
дятся соответствующие графики процессов управляю-
щего сигнала ( )u t . Из сравнения процессов рис. 1 сле-
дует, что найденный динамический закон управления 
обеспечивает такое же качество переходных процессов, 
как и в эталонной системе. 
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A problem of synthesizing the control laws for nonlinear nonstationary control systems  
by output being measured under uncertain external actions and nonlinearities that meet the sector 
constraints is considered. 


